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W przypadku 2. mozemy pokazaé, ze F i F x G sg ortogonalne, biorac ich iloczyn skalarny:

F-(F x G)

= ai[bicy — byet] + bilaz ey — ajcz] + cilarby — axb1] = 0.

Podobnie, G - (F x G) = 0.

Rysunek 10.16 ilustruje t¢ ortogonalnos¢. Nieroéwnolegte wektory F i G wyznaczaja ptaszczyzne,
a F x G jest normalny do tej ptaszczyzny, ortogonalny zaréwno do F, jak i G. Rysunek ilustruje rowniez
regute prawej reki. Jesli prawa reka jest trzymana z palcami zorientowanymi od F do G, to wyciagnigty
kciuk bedzie wskazywat (w przyblizeniu) w kierunku F x G. Jesli reka jest odwrocona, a palce sg zorien-
towane od G do F, to kciuk bedzie wskazywat przeciwny kierunek, ilustrujac antyprzemiennosé iloczynu
wektorowego.

F

RYSUNEK 10.16. F x G jest prostopadie do F i do G

N=FxG

RYSUNEK 10.17. Znajdowanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty niewspotliniowe

Wriasnosé 4. pozwala wygodnie sprawdzié, czy trzy punkty sa wspolliniowe (leza na jednej prostej).
Punkty P, O i R sa wspotliniowe doktadnie wtedy, gdy wektor F z P do Q jest rownolegty do wektora G z
P do R. Zgodnie z wtasnoscia 4., ma to miejsce, gdy F x G = O.

Fakt, ze iloczyn wektorowy dwoch wektoréw jest ortogonalny do obu z nich, sugeruje strategic dla
znalezienia rownania plaszczyzny, majac trzy nieliniowe punkty na plaszczyznie (zamiast jednego punktu
i wektora normalnego). Majac P, Q i R jako punkty, nalezy wybra¢ jeden z punktow, powiedzmy P, i utworzy¢
wektory F=PQ i G =PR, od Pdo QiodP do R, jak na rysunku 10.17. Wtedy N = F x G jest prostopadly
do plaszczyzny i jest niezerowy, poniewaz F i G nie sa rownolegte. Daje nam to wektor normalny do ptasz-
czyzny. Mozemy uzy¢ tego wektora normalnego i dowolnego z trzech podanych punktow do wyznaczenia
réwnania plaszczyzny.
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Matematyka w kontekscie - petna analiza statyczna belki wspornikowej

Mozna przeprowadzi¢ petng analize statyczng wspomnianej wczes- |
niej belki wspornikowej, korzystajgc z nastepujgcych réwnan réw-
nowagi:

dy

dy—]

ZFnet,x=Or ZFnet,y=Or ZMnet=O (—>1|

W tym przyktadzie mozna uzy¢ F=<2,-2,0> N, W=<0, -2, 0> N,

dy=<1,0,0>m, d,=<2,0,0>m. W
Woczesniej stwierdzilismy, ze F,=<2,0,0> N, i f,=<0, -2, 0> N.

Sita W oddziatuje wytgcznie w kierunku y, wiec mozna to wykorzy-

stac¢ do rozwigzania dwéch pierwszych réwnan réwnowagi w naste-

pujacy sposob:

FR,osiowa + Fx = 0 FR scinania + W + Fy = 0
FR,osiowa =<-2,0,0>N FR,s’cinania =<0,40>N
Zatem ostatnig wewnetrzng sitg reakgji, ktéra nalezy obliczy¢, jest wewnetrzny moment zginajacy. Aby obliczy¢
moment wywotany przez site, nalezy uzy¢ iloczynu wektorowego. Moment, w swojej najprostsze;j (i skalarnej)
formie, jest definiowany jako sita pomnozona przez prostopadtg odlegtos¢ do punktu, wzgledem ktérego
przyjmujemy moment. Tutaj przyjmujemy moment wzgledem lewej strony belki. Uzycie iloczynu wektoro-

wego oszczedza ktopotu zwigzanego z rozktadaniem sity na jej sktadowe x i y oraz rozwigzywaniem réwnania
na moment, do ktérego przyczynia sie kazda z tych sit. Réwnanie do rozwigzania dla momentu to:

M=rxF
Korzystajac z tego réwnania i ostatniego rownania réwnowagi, mozna obliczy¢ moment reakcji w belce.
Mp+Wxdl+Fxd2=0
Mg=<0,0,2>+<0,0,4>=<0,0,6>Nm

Zauwazmy, ze konwencjg opisywania kierunku momentéw jest os, wokét ktérej nastepuje obrét. Dlatego
momenty wystepujg na osi poza krawedzig, mimo ze jest to zadanie ptaskie. To rozwigzanie spetnia réwniez
warunek, ze wektor bedacy wynikiem iloczynu wektorowego jest zawsze prostopadty do obu oryginalnych
wektorow.

PRZYKLAD 10.6.

Znajdz rownanie plaszczyzny zawierajacej punkty P : (—1,4,2), 0 :(6,-2,8) i R : (5,—-1 —1).
Uzyj tych punktow do znalezienia dwoch wektorow na plaszczyznie, powiedzmy

F=PQ =7i-6j+6kiG=PR =6i - 5j - 3k.
Znajdz iloczyn wektorowy tych wektoréw
N =F x G = 48i + 57j +k.

N jest normalny do poszukiwanej ptaszczyzny. Mamy réwniez punkt na tej plaszczyznie (wybierz dowolny
sposrod P, Qi R). Wybierajac punkt P, dostajemy rownanie plaszczyzny

48+ 1) +57(y—4) +(z -2) =0
lub

48x + 57y +z = 182.

Otrzymamy t¢ sama plaszczyzng, uzywajac punktow Q lub R zamiast P.




