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W przypadku 2. mo emy pokaza , e F i F  G s  ortogonalne, bior c ich iloczyn skalarny:

 F · (F � G)

� a1[b1c2 � b2 c1] � b1[a2 c1 � a1c2] � c1[a1b2 � a2b1] � 0. 

 

Podobnie, G · (F � G) � 0 .
Rysunek 10.16 ilustruje t  ortogonalno . Nierównoleg e wektory F i G wyznaczaj  p aszczyzn , 

a F  G jest normalny do tej p aszczyzny, ortogonalny zarówno do F, jak i G. Rysunek ilustruje równie  
regu  prawej r ki. Je li prawa r ka jest trzymana z palcami zorientowanymi od F do G, to wyci gni ty 
kciuk b dzie wskazywa  (w przybli eniu) w kierunku F  G. Je li r ka jest odwrócona, a palce s  zorien-
towane od G do F, to kciuk b dzie wskazywa  przeciwny kierunek, ilustruj c antyprzemienno  iloczynu 
wektorowego.
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N = F × G

 0. . Znajdowanie p aszczyzny przechodz cej przez trzy punkty niewspó liniowe

W asno  4. pozwala wygodnie sprawdzi , czy trzy punkty s  wspó liniowe (le  na jednej prostej). 
Punkty P, Q i R s  wspó liniowe dok adnie wtedy, gdy wektor F z P do Q jest równoleg y do wektora G z 
P do R. Zgodnie z w asno ci  4., ma to miejsce, gdy F  G  O.

Fakt, e iloczyn wektorowy dwóch wektorów jest ortogonalny do obu z nich, sugeruje strategi  dla 
znalezienia równania p aszczyzny, maj c trzy nieliniowe punkty na p aszczy nie (zamiast jednego punktu 
i wektora normalnego). Maj c P, Q i R jako punkty, nale y wybra  jeden z punktów, powiedzmy P, i utworzy  
wektory F  PQ i G  PR, od P do Q i od P do R, jak na rysunku 10.17. Wtedy N  F  G jest prostopad y 
do p aszczyzny i jest niezerowy, poniewa  F i G nie s  równoleg e. Daje nam to wektor normalny do p asz-
czyzny. Mo emy u y  tego wektora normalnego i dowolnego z trzech podanych punktów do wyznaczenia 
równania p aszczyzny.

ROZDZIA  10. Wektory i przestrze  wektorowa Rn
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Matematyka w kontek cie – pe na analiza statyczna belki wspornikowej

Mo na przeprowadzi  pe n  analiz  statyczn  wspomnianej wcze -
niej belki wspornikowej, korzystaj c z nast puj cych równa  rów-
nowagi:

Fnet,x � 0, � Fnet,y � 0, � Mnet � 0

W tym przyk adzie mo na u y  F  <2, 2, 0> N, W  <0, 2, 0> N, 
d1  < 1, 0, 0 > m, d2  < 2, 0, 0 > m. 

Wcze niej stwierdzili my, e Fx  < 2, 0, 0 > N, i Fy  < 0, 2, 0 > N. 
Si a W oddzia uje wy cznie w kierunku y, wi c mo na to wykorzy-
sta  do rozwi zania dwóch pierwszych równa  równowagi w nast -
puj cy sposób:

 FR,osiowa � Fx � 0 FR,ścinania + W + Fy = 0

FR,osiowa = < −2, 0, 0 > N FR,ścinania = < 0,�4, 0 > N 

Zatem ostatni  wewn trzn  si  reakcji, któr  nale y obliczy , jest wewn trzny moment zginaj cy. Aby obliczy  
moment wywo any przez si , nale y u y  iloczynu wektorowego. Moment, w swojej najprostszej (i skalarnej) 
formie, jest de  niowany jako si a pomno ona przez prostopad  odleg o  do punktu, wzgl dem którego 
przyjmujemy moment. Tutaj przyjmujemy moment wzgl dem lewej strony belki. U ycie iloczynu wektoro-
wego oszcz dza k opotu zwi zanego z rozk adaniem si y na jej sk adowe x i y oraz rozwi zywaniem równania 
na moment, do którego przyczynia si  ka da z tych si . Równanie do rozwi zania dla momentu to:

 M  r  F 

Korzystaj c z tego równania i ostatniego równania równowagi, mo na obliczy  moment reakcji w belce.

 MR  W  d1  F  d2  0

 MR  < 0, 0, 2 >  < 0, 0, 4 >  < 0, 0, 6 > N · m 

Zauwa my, e konwencj  opisywania kierunku momentów jest o , wokó  której nast puje obrót. Dlatego 
momenty wyst puj  na osi poza kraw dzi , mimo e jest to zadanie p askie. To rozwi zanie spe nia równie  
warunek, e wektor b d cy wynikiem iloczynu wektorowego jest zawsze prostopad y do obu oryginalnych 
wektorów.

PRZYK AD 10.6. 

Znajd  równanie p aszczyzny zawieraj cej punkty P : ( �1, 4, 2), Q : (6, �2, 8) i R : (5, �1 �1) .
U yj tych punktów do znalezienia dwóch wektorów na p aszczy nie, powiedzmy

 F � PQ � 7i � 6j � 6k i G � PR � 6i � 5j � 3 .k  

Znajd  iloczyn wektorowy tych wektorów

 N � F � G � 48 .i � 57j � k   

N jest normalny do poszukiwanej p aszczyzny. Mamy równie  punkt na tej p aszczy nie (wybierz dowolny 
spo ród P, Q i R). Wybieraj c punkt P, dostajemy równanie p aszczyzny

 48(x � 1) � 57(y � 4) � (z � 2) � 0 

lub

 48x � 57y � z � 182.  

Otrzymamy t  sam  p aszczyzn , u ywaj c punktów Q lub R zamiast P.
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10.3. Iloczyn wektorowy
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