SPIS TRESCI

Strona
Zamiast WSIEPU  .oooveeiiie e 1
1. Elementy teorii mNOg®CI  .coooveevveeeiiiiiieeeeeeiiiinn 13
1.1. Algebra zbiorOW  ......ccooiiii e 13
1.2. lloczyny Kartezjagskie .........cccccvveeeeviiiiiiiiee e e 15
1.2.1. Pogi kartezjaiskie .........cccciiiiiiiiii e 16
1.2.2. REIACIE  ireeeiiiii i 17
1.2.3. Dwa szczegolne typy relacji  ......coccccceeevvveveiennnnns 18
1.3. Zbior liczb rzeczywistyCh — ...ooovvviicciee e 19
2. Liczby zespolone........ccooooviiiiiiiiii e 23
2.1. Postéaalgebraiczna liczb zespolonych.............cccceee..e. 23
2.2. Postatrygonometryczna liczb zespolonych 26
3. Algebra lIniowa ........ccueiiiiiiiiiii e, 30
3.1. Przestrzenie liNIOWE  ........cooeiiiiiieiiieiiieieeeeeeeeiii 30
3.1.1. Przykiady przestrzeni liniowych : 33
3.1.2. Podprzestrzenie przestrzeni liniowych............. 34
3.1.3. Przeksztalcenia liniowe (homomorfizmy)........... 36
3.1.4. Przestrzenie liniowe generowane..... .o ..ooeens. 37
3.1.5. Liniowa zalenos¢ i niezalenos¢ wektorow
W przestrzeni liNIOWEeJ ........oovvvviviiiiiiieeeeeeeeeeeiinns
3.2. Baza i wymiar przestrzeni liniowych 39
3.2.1. Ukfady wektoréw kddu petnego .........ccccvvvvvvivinnenee. 41



3.2.2. Uklady wektorow a przeksztalcenie liniowe........ 42
3.2.3. Przeksztalcenia elementarne uktadow wektoréw 42

3.3. Zbiory wypukie i stéki w przestrzeniach liniowych .. .. 43

3.4. Przestrzenie euklideSOWE ..........ooceeeeemveiiiiiiiiiiiieeeeee, 48
3.4.1. Ortogonalni w przestrzeniach euklidesowych ... 50
3.4.2. Zwihzek medzy ortogonalngcia a liniowg niezale

10 {01 T 51

3.5. Przestrzenie MetryCzne .........cooocceeeeeeiiiieeeeee e, 52
3.5.1. Przyktady metryk w przestrzeniach R .............. 53
3.5.2. Otoczenia punktow i kule w przestrzeniach

MELNYCZNYCN ..o s 54

3.6. Przestrzenie UNOIMOWANE ............. . o eeeneeeeeeeeaeeeeens 55

4. Rachunek MacCierZOWy ........cccceeeeeeeeeeeeeiiiieeeeiiiiinnnnns 58

4.1. ROUZAJE MACIEIZY  ..ooiiiiiieieeeeiee s e e e e e e e e e 59

4.2. Dzialania na macierzach ..........ccoommiiiiiiiiiiineee, 61
4.2.1. POrOwnywanie MaCi€rIzZy ................oommmsseereereeeens 61
4.2.2. Transponowanie Maci€rZy ......ccccccccceevvvnennnnnnss 61
4.2.3. Mnaenie macierzy przez licgb .........cccccvvviiinnnnns 62
4.2.4. Dodawani€ MAaCI€IZY  ......ccceeveermmmmmmneeeeeeeeeenennns 62
4.2.5. MNGeNi€ MACIEIZY  ....uviiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e 63

4.3. WYZNacCzNniK MACIEIZY .....uuuuuriiiieeeeeeeeeeeeiiiiiiieae e e e e e eaaaeas 67
4.3.1. Obliczanie wyznacznikOw macierzy ............... 68
4.3.2. Whasnéci wyznacznikKOW — .......ccooeeeeeevviieiieiienns 71

4.4, Macierze O0WIOINE..........oeeeeiiiiiiiieeeeeee e 72
4.4.1. Whasnéci macierzy odwrotnej ..........cccceevvvevvvvmnns 74

4.5. RZU MACIEIZY  .eveiiiiiiee e e eeee ettt e e e e e e e e e e eeeaannnnes 74
4.5.1. Zwihzek pom¢dzy wyznacznikiem macierzy kwadra

(0 )V = W <o [T o 75

4.5.2. Obliczanie kU MAaCIEIZY......ccoeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeiiiininnns 76



5. Uktady rownan liniowych ..o, 78

5.1. Ukkady rowna liniowych i ich rozwizania........................ 78
5.1.1. Twierdzenie Kroneckera - Capellego................. 80
5.2. Jednorodne uktady rowmnbniowych ...............ccc 81
5.3. Metody rozwjzywania uktadu rownaliniowych ............ 82
5.3.1. Strategie rozwzywania dowolnych uktadéw rowna
HNIOWYCH . 84
5.3.2. Rodzaje rozwian uktadu réwna liniowych ... 88
6. Formy liniowe, dwuliniowe i kwadratowe ........ 0]
6.1. Okrélonos¢ form kwadratowych ... 93
6.2. Badanie ok&tonosci form kwadratowych —....................... 95
7. Wektory witasne i wartasci wkasne macierzy . .. 98
7.1. Whasnéci wektorow wiasnych i wartei wkasnych............ 100

8. Podstawy analizy matematycznej w zakresie

funkcji jednej zmienne] ..o 1@

8.1. Granice fuNKC]i  .oooiiiiiiieee e 102
8.1.1. Granice jednOoStronNe ...........eeucvveeeeeeeeeieeeieeeennns 105
8.1.2. Wiasnéci granic funkcji jednej zmiennej ................ 106
8.1.3. Asymptoty wykreséw funkcjiy = f (X).....ccccvvnneeee. 107

8.2. CROIOSE TUNKC]I oo v 109
8.2.1. Wiasnéci funkcji ciaglych ..., I H)
8.2.2. Jednostronnaggtos¢ FUNKCji ......cceeeeeeeeevveeiieeiiiiiins 112

9. Rachunek r&niczkowy funkcji jednej zmiennej . 114

9.1. Pochodne fUNKC]i .....ccvvviiiiiiiiiiieeeeee it 115
9.1.1. Interpretacja geometryczna pierwszej pocapodn. 116



9.1.2. Podstawowe wzory rachunkuamiczkowego ........... 118

9.1.3. Wiasnéci pierwszej pochodnej .........ccoeeeeeeeevieeee. 119
9.1.4. Pochodne jednostronne ...............ceemmmmmeeeeeeeeeeee. 120
9.1.5. Pochodne viigzych rze_dOw..........ccoevveeeeeeeiiiiiiiiiennn, 121
9.2. RENICZKI FUNKC]i..uvvvviiiiiiiiiiiiiiieieeee e 122
9.2.1. Interpretacja geometrycznaniczki rzedu
(1= ATV =T o [0 R 123
9.2.2. Wtasnéci rézniczki pierwszego r@u................... 124
9.2.3. Raniczki wyzszych rzdow ...........cccoevvvveviinnnnnnns 124
9.3. Podstawowe twierdzenia rachunkaniézkowego ........... 125
9.3.1. Twierdzenia o witasoiach funkcji r@niczkowal-
NYCH e 125
9.3.2. Reguta de 1'Hospitala ......ccoovvvecccciieieeeeee 127
9.3.3. WZOr Taylora ....ocevveeeiiiieee et 128
9.4. Zastosowanie rachunkwridczkowego do badania
przebiegu zmienr@i fUNKC]i........uuuiiiiiiiiiiiiiiieiiiiees 131
9.4.1. Monotoniczn&® fUNKC]i  ....oovvvveviiiiiiiiiiie e 131
9.4.2. Ekstrema funkcji  .....cooovviiiiiiit e 132
9.4.3. WypPUKIEE fUNKC]I ..o 135
9.4.4. Punkty przegcia wykresu funkcji —........ccccceeeennnn. 137
9.5. Niektore charakterystyki zmiensod funkcji.................... 139

10. Rachunek catkowy funkcji jednej zmiennej; M

10.1. Catka nieoznaczona  ........cccceeeeeeeeeeeeiiieeeeees 141
10.1.1. Podstawowe wzory rachunku catkowego datycz
ce catek nieoznaczonych .........cccccevvieeeennn. 143
10.1.2. Ogolne wiasioi catki nieoznaczonej ............ 144
10.1.3. Metody catkowania funkcji = .......ccceeeeevnnnne.. 145
10.2. Catka 0ZNaczona.........cccovvvvvveeeieeeeeee e 146

10.2.1. Interpretacja geometryczna sumy Riemanna .. 148
10.2.2. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej 150
10.2.3. Warunki istnienia catki oznaczonej Riemanna 150



11.

12.

10.2.4. Zwayzek calki oznaczonej z funlkggpierwotry

i catka NiIe0ZNAaCzZoM............cvvvvvviiieieeeeeieeeeiniins
10.2.5. Podstawowe twierdzenia rachunku catkowego
dotyczce catki 0zZnaczongj ..............eeevveveeeenee. 152
10.3. Catki NIEWABCIWE ... e 155
10.4. Calka jako funkcja granicy catkowania ................... 156
10.5. Catka Stieltjesa ..........coovvvivvieeeeeeeeciee e, 157
10.5.1. Whasngxi catki Stieltjesa............cccoeeeeeeeeeenn. 159
S Y4=] (=T | O URPPPRRRRR 161
11.1. Szeregi licZbOWe.........ccooiiiiiii e 161
11.1.1. Kryteria zbienasci szeregow o wyrazach
dodatniCh............ooovvviiiiiii 162
11.1.2. Dziatania na szeregach liczbowych.............. 165
11.1.3. Szeregi liczbowe o wyrazach dowolnych...... 165
11.1.4. Szeregi NAPrzemMienNe ............cccccemmueennnnns 166
11.1.5. Sumy niektorych szeregéw liczbowych ....... 167
11.2. Cygi i szeregi funkcyjne ........ccceeeeviivicccecivnininnne. 167
11.2.1. Rodzaje zhiacsci ciagow funkcyjnych ......... 168
11.2.2. Szeregifunkcyjne.........cccooeeviiieeeeeiiee e 170
11.2.3. Twierdzenia o #aiczkowaniu i catkowaniu
szeregow funkcyjnych ..........cccieeeeee, 171
11.3. SZEregi POYOWE .......ceeveereieeeeeeeiieeeeeeeen e e e o e ee 173
Rachunek r@&niczkowy funkcji
wielu Zmiennych ... 175
12.1. Funkcje wielu zmiennych...........cccoovveeeeiiieeveiiiee, 175
12.2. Pochodne funkcji wielu zmiennych ........................ 177
12.2.1. Pochodne ggtkowe wyszych radow funkcji
wielu zmiennych ... 181

12.3. Réniczki funkcji wielu zmiennych  ................... 186



12.3.1. Zastosowaniemiiczek pierwszego erlu do ob

liczen przyblizonych funkcji wielu zmiennych . 188
12.3.2. Raniczki wyzszych r2dOw................coeeeeeiennnnns 189
12.4. Podstawowe twierdzenia rachunkiniozkowego
funkcji wielu zmiennych...........ccccceeiiiii e 191
12.4.1. Wzér Taylora dla funkcji wielu zmiennych .. 191
12.4.2. Wypukté¢ funkcji wielu zmiennych.................. 192
12.5. Ekstrema funkcji wielu zmiennych ....................... 193
12.5.1. Ekstrema bezwarunkowe ............cceeeeennnnnn 193
12.5.2. Najwgksza i najmniejsza wardé funkciji
wielu zmiennych w zbiorzA cR" .................. 196

12.5.3. Ekstrema warunkowe funkcji wielu zmiennych 197
12.6. Pochodne kierunkowe funkcji wielu zmiennych....... 203

12.7. Raniczkowanie funkcji wektorowych
wielu zmiennyCh ... 204

12.8. Ré@niczkowanie form liniowych, dwuliniowych
I KWwadratoOWyCh .......ccooeviiiieiiiiiicceeeeeeeee e 206

13. Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych

(catki wieloKrotne) ........ccccccviiiiiiiiiiiieeeece e, 208
13.1. Catki POAWOINE  ..ovviiiiiiieiiieeee et e e e e e e e e e e e e e e e 208
13.1.1. Okrélenie catki podwoiNgj ..........cevvvvvvevreeeennn. 211
13.1.2. Zagadnienie istnienia catki podwdjne....... ,- 213
13.1.3. Wiasngri catki podwojnej........cccccvvvvvvvviineeemen. 215
13.1.4. Metody obliczania catek podwojnych............ 217
13.1.5. Niewtaciwe catki podwojne ..........ccccvvvvvvvrvennnn. 218
13.2. Calki potrojne i wielokrotne ...........cccceevvvevviivinninnnnnnn. 218
13.2.1. Metody obliczania catki potrgjnej .....cce........ 220
13.2.2. Caiki wielokrotne (krotr$oi wickszej ni 3) ... 221
13.3. Catki wielokrotne jako funkcje granic catkovia . ... 222

IR 0S] =1 0 = TR 225



