on
v i OO0

w W
-~

10—11.

12.
13.
14.
15.
16.
17,
18.
19.

20.
21,
22.
23.

24—25.

26.
27.
28.

SPIS RZECZY

ROZDZIAL I

O zmiennych rzeczywistych.

Liczby wymierne ; : ) A s :

- Przedstawianie liczb “ymlernych zapomoca punktow
prostej

Liczby niewymierne

Liczby rzeczywiste .

O réwnosci i nieréwnosei liczb rzeczywwtych

Dzialania arytmetyczne na liczbach rzeczywistych .

O liczbie \/2

Pierwiastki kwadratowe :

Kilka twierdzen o mewymlernoscnach kwadraio“ych

Continuum ; :

O zmiennej r7eczyw1t;te1 Clalng]

Przekroje w dziedzinie liczb rzeczywistych

O punktach skupienia

Twierdzenie Weierstrassa

Zadania

Utamki dzxemelne 1. Twierdzenie Gaussa, 6. Wykreélne

rozwiazanie réwnania kwadrat., 21. Wazne nierownoéci, 35.

Srednia arytmet. 1geometryczna 35. Nierownosé Schwarza, 36.
Niewymiernosci szescienne, 38: Liczby algebraiczne, 40.

ROZDZIAL 1L

O funkcjach zmiennej rzeczywistej.

O pojeciu funkeji

Wykreslne przedstawienie Eunkcp

O spolrzednych biegunowych .

Dalsze przyklady funkcyj oraz ich \Aykresow Wlelomlany
Funkcje wymierne

Funkcje algebraiczne wyraZne

Funkcje algebraiczne uwiklane .

Funkcje przestepne. Funkcje trygonomehyczne oraz n:h funk—

cje odwrotne, czyli funkcje kolowe

Str.

14
16
18
20
21
23
25
28
29
32
33
34

42
45
48
49
52
56
57

59
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§8
29.
30.
31.
32,
38,

34.
35.
36.

SPILS RZECZY

Inne klasy funkcyj przestepnych

Wrykreslne rozwiazywanie rownaf z jedna mew:adoma

O funkcjach dwéch zmiennych i o ich wykresach

O krzywych plaskich : '

O miejscach geometrycznych w przestrzeni

Zadania
Funkcje trygonometryczne, 59. Funkcje arytmetyczne, 62.
Walce, 70. Mapy warstwicowe, 71. Stézki, 72. Powierzchnie

obrotowe, 73. Powierzchnie linjowe, 73. Konstrukcja geom.
liczb niewymiernych, 76. Kwadratura kota, 77.

ROZDZIAL IIL
O liczbach zespolonych.

O przesunieciach wzdluz prostej i na plaszezyinie

Réwnowaznosé przesunieé, Mnozenie przesunigé przez hczby

Dodawanie przesuniec

37--38. Mnozenie przesunigc
39—40. Liczby zespolone

O réwnaniu #——I1

Interpretacja geometryczna mnoZenia przez i
O roéwnaniach x*+1--0, ax*+42bx+ec=0
Diagram Arganda

45—46. Twierdzenie De Moivre'a
47—48. Wzory na sin nl i cos nd

49, Pierwiastkowanie liczb zespolonych

50. Rozwiazanie rownania z'=a

51 Ogolna posta¢ twierdzenia De Mowre a

Zadania
Wiasnosei trojkata, 102, 120. Réwnania o spoiczynnikach
zespolonych, 104. Kofo spoétosiowe, 106. Przeksztalcenie
dwulinjowe i inne, 107, 112, 124, Stosunek anharmoniczny, 110.
Warunek, aby cztery punkty lezaly na jednym okregu, 111.
Funkcje zespolone zmiennej rzeczywistej, 112, Konstrul{cu
euklidesowe wielokatéw foremnych, 120. Punkty i proste
urojone, 122.
ROZDZIAL IV.

O granicach funkcyj zmiennej calkowitej dodatniej.

52 Funkcje zmiennej calkowitej dodatniej

53, Interpolacja ; ’

54. Klasy skonczone i nieskonczone

55—56, O wlasnosciach funkcji zmiennej n, odpow1adaracych duzym

wartosciom na n

Str.

61
65

67
69
74

79
81
82
86
89
92
92
93
96
98
113
117
117
120
120

126
127
129

130
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57.

58—59.
60—62.

63.
64.
65.

66.
67.

68—170.

71—172.

13
74.

75.

76.
1.
78.
79.
80.
81.

82.

83.
84.

86.

87—488.

89.

SPIS RZECZY

Zdanie: ,,n dazy do nieskonczonosci” : ; ;

O zachowaniu sie funkcji n, gdy n dazy do meskonczonosct :

Okreslenie granicy :

Kilka uwag, dotyczacych pojecia granicy

Funkcje wahajace sie (oscylujace) : .

Niektore twierdzenia ogolne, dotyczace gramc A Zacho-
wanie sie sumy dwodch funkcyj, ktorych zachowanie sig
jest znane

Whnioski z Twwrdzema I : ’

B. Zachowanie sie iloczynu dwoch funkcy]. ktorych zacho-
wanie sie jest znane .

C. Zachowanie sie ilorazu dwoch funkcy], klorych 7acho-
wanie si¢ jest znane

O funkcjach stale rosnacych wraz z n

Inny dowdd twierdzenia Weierstrassa

Granica funkcji x7, gdy n dazy do ~

n

n

Granica [unkcji ( |

Kilka twierdzen pomocniczych z algebry

Granica funkcji n['l"xrwﬂ

Szeregi nieskorczone ;

Ogolne iwierdzenia, dotyczace szeregow meskonczonych

Szereg geometryczny nieskonczony . 5

O przedstawieniu funkcyj zmiennej ciaglej rzeczywistej za-
pomoca granic

O kresach zbioru

Wyiszy 1 nizszy kres {unkc11

Wyisza i nizsza granica funkeji ; : : "

Ogolne kryterjum zbieznosci w zastosowaniu do funkcji
ograniczonej :

O funkcjach nieograniczonych :

O granicach funkcyj zespolonych i o szeregach utworzonych
z wyrazow zespolonych

Granica funkeji z?, ¢dy n>oc i gdy z ]est dowolnq l1czbq
zespolong :

Szereg geometryczny 1—{ z+z°+

Zadania

Oscylacje sin ni=, 143. Granice funkcyj

n n n, xn
atx", Vx, Yn, ial), o (r:) x", 160, 164.

Utamki dziesietne i okresowe, 170. Postep arytmetyczny, 172,
Postep harmoniczny. 174. Péwnanie xn+1:f'(an. 186. Roz-

wijanie funkcyj wymiernych, 187. Granica wartosci $red-
niej, 188.

523

Str.
132
134
137
139
143

148
150

151

153
155
158
159

161

162
164
165
167
169

171
176
176
177

1719
179

180
183

184
185.
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O granicach iunkcyj zmiennej ciaglej.

§8
91.
92.
93.
94,
95,
96.
97.

98—99.

100—10

SPls8 REZECZY

ROZDZIAL V.

ciaglych i nieciaglych.

O granicy funkecji ¢(x), gdy x=>o0

Granica funkeji, gdy x>—cc

Twierdzenia, odpowiadajace tw:erdzemom §§ 65— 69
O funkcjach stale rosnacych lub stale malejacych
Granica funkcji, gdy x dazy do zera

Granica funkecji, gdv x dazy do a

Funkcje stale rosnace lub stale malejace

W yzsza i nizsza granica oraz kryterjum zbieinosci
1. Funkeje ciagle zmiennej rzeczywistej

102—103. O zasadniczej wlasnosci funkcyj ciaghlych

104.
105.
106.
107—10

109.
110.
111.

112,

115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.

Obszar zmiennosci funkeji ciaglej
O wahaniu si¢ funkcyj w przedziale
Inny dowod twierdzienia 2 § 104

8. O zbiorach przedzialow na prostej. Twierdzenie Heinego-

Borela
O funkcjach cmgivch klll{u zmlennych
O funkcjach uwiklanych
O funkcjach odwrotnych
Zadania

Ciagloé¢ i granice wiclomianéw i funkcyj wymiernych,

m m
197, 205. Granica funkciji T8 00 Rzedy wielkosci

x—a
2 LY g 5 Jisainx : f "
i matosci, 200. Granica funkciji 201 Nieskonczonosé

funkciji, 205. Ciaglosé¢ funkeyj, 205. Ciagloéé funkcyj sin x,
cos x, 205. Klasyfikacja nieciaglosci, 206.

ROZDZIAL VI

O pochodnych i caltkach.
O pochodnych

113—114. Kilka uwag ogélnych

Kilka regul rozniczkowania

O pochodnych funkceyj zespolonych

Znakowanie rachunku rézniczkowego

A. Pochodne wielomianéw

B. Pochodne funkcyj wymiernych

C. Pochodne funkcyj algebraicznych

D. Pochodne funkcyj przestepnych
Roézniczkowanie wielokrotne

Kilka twierdzen ogdélnych, dotyczqcych pochodnych

O tunkcjach

Str.

190
193
193
193
193
195
196
196
202
207
211
213
214

214
220
221
223
225

228
230
234
236
237
239
241
243
244
247
250
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124—126. Maximum i minimum
127—128. Twierdzenie o wartosci poéredniej

129,
130.
131.
132.
133.
134
135.

136.

1317.

138.

139.

140.

141.

142.
143.

144,

145.
146.
147.
148.

O calkowaniu :

Zagadnienie praktyczne calkowama

Calkowanie wielomianow

Catkowanie funkcyj wymiernych

Uwaga, dotyczaca calkowania funkcyj wyrmernych
Catkowanie funkcyj algebraicznych

Catkowanie przez podstawienie i przez usuniecie niewy-

miernosci
Catki, zwiazane z teor;a stozkowych

Catka I e dx —
J Vax*4-2bx+-c

.'x—{-;L e
V ! ax? +2bx+c

Calka I

Calka J (Ax+p) ) ax*4-2bx+cdx .

Calkowanie przez czesci

Catka [R[r,y)dx, gdzie y'—ax’+2bx+c

[

Calkowanie funkcyj przestepnych

Wielomiany, utworzone z wstaw i dostaw w1elokrotnosc1

argumentu x
Catki J 27 cos % dx, [ x" sin x dx

Funkcje wymierne wstaw i dostaw zmiennej x
Catki, zawierajace funkcje arcsinx, arctg x, 1g x
O polach krzywych plaskich

O diugosci krzywych ptaskich

Zadania

Pochodna funkcji x™, 232. Pochodne sinx, cosx, 232
Styczna i normalna do krzywej, 232, 247. Pierwiastki wie-
lokrotne réwnania 240, 291. Twierdzenie Rolle'a dla wie-
lomianow, 241. Twierdzenie Leibniza, 247. Maxima i mi-
nima ilorazu dwéch funkcyj kwadratowych, 257, 291. Osie
stozkowej, 260. Dtugosci i pola we wspélrzednych biegu-
nowych, 288. Rézniczkowanie wyznacznika, 289. Uogélnie-
nie twierdzenia o wartoéci posredniej, 293. Wzory reduk-
cyjne, 295.

525

Str.
252
260
262
264
266
267
270
270

271
272

272

273

280

280
281

282
283
284
285
289
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ROZDZIAL VII

Dalsze twierdzenia z rachunku rézniczkowego i calkowego.

§%

149
150.
151.
152.
153.
154.
155,
156.

157.
158.
159.
160.
161.
162.
163.
164.

165.
166.

Ogolniejsze twierdzenie o wartosci posredniej

Szereg Taylora : ;
Zastosowania twierdzenia Taylora A Max:ma 1 minima
B. Obliczanie niektérych granic

C. Stycznoéé krzywych plaskich

Rézniczkowanie funkcyj wielu zmiennych
Rézniczkowanie funkcji dwoch funkceyj

Twierdzenie o wartosci posredniej w zastosowaniu do funk-

cji dwdch zmiennych
O rézniczkach
Calka okreslona i pole
Calka okreslona
Pole wycinka kolowego. Funkc:]e kolowe
Obliczanie calek okreslonych jako granic sum
Ogolne wlasnosci calek okreslonych
Catkowanie przez czeSci i zapomoca podstawieri

Dowo6d twierdzenia Taylora, oparty na calkowaniu przez

czesci

Zastosowanie wzoru Cauchv ego do szeregu dwumianowego .

Catki funkcyj zespolonych zmiennej rzeczywistej
Zadania

Metoda Newtona przyblizon. rozwiazywania roéwnan, 302.
Rozwiniecia sin x, cos x na szereg, 304. Szereg dwumiano-
wy. 305. Styczna do krzywej, 310, 322, 346. Punkt przegie-
cia, 310. Krzywizna, 311, 345. Stozkowe scisle styczne,
312, 346. Rozniczkowanie funkeji uwiklanej, 322. Catki
Fouriera, 330, 335. Drugie twierdzenie o wartosci posred-
niej, 338. Funkcje jednorodne, 346. Twierdzenie Eulera, 346.
Jacobiany, 346. Nierownoé¢ Schwarza dla calek, 350,
Wartosei przyblizone catek okreslonych, 351. Regula
Simpsona, 351.

ROZDZIAL VIIL

O zbieznosci szeregow nieskoiiczonych i calek
nieskonczonych.

167—169. Szeregi o wyrazach dodatnich

170.

171.
172.

Proste zastosowanie powyzszych cech szeznoscn Cechy zb:ev-

nosci Cauchy'ego i d’Alembert'a
Twierdzenie Dirichleta
Mnozenie szeregow o uyrazach dodatmch

Str.
299
304
305
306
309
312
315

317
319
323
326
327
331
332
336

340
341
342
343

353

354
358
358
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§§ Str.
173—174. Inne cechy zbieinosci szeregow : : ; g : ;360
175. Twierdzenie Abela . ! ; ; : . 361
176. Cecha zbieznosci Maclaurina i Cauchy ego . . . . 363
177, Szereg Yn— ; ’ ; ; 5 » ; : 3 . 364
178. Cecha zaggszczenia . : ; . . : : . 366
179. Catki nieskoficzone . . . . g : . 367
180. Przypadek, gdy ¢(x) jest dodatme ; ; ; ; : . 369
181. Reguly podstawienia i calkowania przez czesci w zastoso-
waniu do calek nieskoficzonych . . . . . 312
182—184. Inne typy calek nieskoficzonych . i . . . o 316
185. Szeregi o wyrazach dodatnich i ujemnych . : g . 385
186. Szeregi bezwzglednie zbieine . ; ; ’ ; . 386
187. Twierdzenie Dirichleta w zastosowaniu do szeregow bez-
wzglednie zbieznych : ; g ; ; ; : . 388
188. Szeregi warunkowo zbieZne x . 3 A . 388
189. Cechy zbieznosci szeregow warunkowo ZbleZl‘lYCh : . 389
190. Szeregi przemienne . . . : f . 390
191. Cechy zbieznosci Dmchlela i Abela 3 : : ; . 392
192. Szeregi wyrazéw zespolonych . : b ; ; : . 394
193—194. Szeregi potegowe ) ; ! X - . 395
195. Obszar zbieincéci szeregu polqgowego holo zbieznosci . 396
196. Jednoznacznos¢ rozwiniecia na szereg potegowy . ; . 399
197. Mnozenie szeregow . ] ; . . . % / . 399
Zadania i ; ; ; ‘ : ; ; ; . 401
Szeregi Snfr" i pokrewne, 356. Przeksztalcanie calek nie-
skonczonycll przez podstaw1ema oraz caﬂmwame przez
czesci 3 4, 375, 382 Szeregi Ya, cosnt, Xa,sin nd, 387, 394,
Zmiana sumy szeregu przez przest.awu:mc_ wyrazow, 391.
Szereg logarytmiczny 398. Szereg dwumianowy 399, 401.
Mnozenie szeregéw warunkowo zbieznych, 401. 406. Szeregi
zwrotne, 403. Réwnania réznicowe, 404. Caltki okreslone, 406.
Nieréwno$¢ Schwarza dla catek nieskonczonych, 408.
ROZDZIAL IX.
O funkcjach logarytmicznych i wykladniczych zmiennej
rzeczywistej.
198—199. Okreslenie funkeji logarytmicznej . . . 409
200. Funkcyjne réwnanie, ktéremu czyni zadose funkc;a lgx L 412
201. Sposob, w jaki lg x dazy do nieskoniczonosci, gdy x>oco . 412
202. Dowodd twierdzenia, ze (lg x)/x%>0, gdy x>co . : . 413
203. Zachowanie sig¢ funkcji lgx, gdy x->-+0 ) : . . 414
204. Skale nieskoriczonosci, Skala logarytmiczna . ; ; . 414
205. O liczbie e 2 . i i 4 4 : - ; . 416
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§8
206.
207—208.
209.
210.
211
212.
213.
214.
215.
216.
217.
218.

219—221,

SPIS RZECZY

O funkcji wykladniczej :

Najwazniejsze wlasnosci funkcu wykiadmcze)

O funkcji ax .

Liczba er jako granica

Funkcja lgx jako granica

Logarytmy dziesietne . :

Cechy logarytmiczne zbieznosci szeregow i calek

Rozwinigcie funkcji e* na szereg

Szereg logarytmiczny

Rozwiniecie arctgx na szereg

Szereg dwumianowy - . '

Inny sposob uzasadnienia teoru funkcy; wykiadmcze] i lo-
darytmicznej 3

Teorja analityczna funkcy] kolowych

Zadania

Catki, zawierajace funkcje wykladnicza, 424. Funkcje hiper-
boliczne, 425. Catki pewnych funkcyj algebraicznych, 427.
Stata FEulera, 431. Niewymierno$é liczby e, 434. Oblicza-
nie przyblizonych wartosci pierwiastkéw zapomoca szeregu
dwumianowego, 440. Niewymiernosé liczby Igon, 450.
Catki okreslone 456, 457.

ROZDZIAL X.

Ogolna teorja funkcyj logarytmicznej i wykladniczej,

222223,

224,
225.
226.
227,

233.
234.
235,
236.
237.
238.

239—240.

oraz funkcyj kolowych.

O funkcjach zmiennej zespolonej

Calki krzywolinijne rzeczywiste i zespolone

Okreslenie funkeji Log €

O warto$ciach funkeji Log €

Funkcja wyktadnicza .

Wartoéé funkeji expl . . .

Réownanie funkcyijne, ktoremu czyni zadesé exp t

O funkeji a- :

Ogolna wartosé [unkcll al ’

Zwiazki miedzy funk(:]q ka{admczq, a funkc]amt trygono-
metrycznemi .

Okreélenie funkcyj sinC, cost dla dowolnych wartoem ‘g

Funkeje hiperboliczne ogolne

Wzory na cos (E+m), sin (E-}in) 2 i .

Zwiazek miedzy funkcjami logarytmicznemi, a kolowemi .

* Rozwiniecie exp z na szereg potegowy

Rozwinigcie cosz oraz sinz na szeregi potegowe
Szereg logarytmiczny .

Str.
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423
428
432
435
437
440

442
443
449

459
460
461
463
467
468
469
469
471

474
474
475
476
479
480
482
484
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§§ Str.
241, Kilka zastosowan szeregu logarytmicznego . i ; . 488
242. Ogoélna posta¢ szeregu dwumianowego . . . : . 489

Zadania ; ; ; g : ; ; ; : : . 492

Rownanie funkcyjne, ktéremu czyni zadoéé Logz, 466.
Funkcja e®, 472. Logarytm przy dowolnej zasadzie, 473.
Funkcje arcsinz, arccosz, arctdz, 477. Szeregi trygono-
metryczne, 483, 487. Pierwiastki rownan przestepnych, 493,
Przeksztalcenia, 494, 496. Rzut stereograficzny, 495. Rzut
Mercatora, 496. Warstwice, 497. Calki okreslone, 500.

DODATEK I. Dowodd twierdzenia, ze kaide réwnanie posiada pier-
wiastek . . y . . ’ . . ‘ . . 501

DODATEK II. O symbolach O, o, ~~ . . . . . . . 508
DODATEK III. Uwaga o zagadnieniach, dotyczacych granic podwéjnych 516

DODATEK 1V. O pojeciu nieskoriczono$ci w analizie i w geometrji . 519



